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Contenuto computazionale logica intuizionista Curry, Howard, anni '60

Corrispondenza di Curry-Howard

Dimostrazioni: Logica intuizionista minimale

Trasformazioni: m ~» 7’ secondo la cut-elimination
Programmi: A == x | AxM | MN

Esecuzione: (AXM)N — g M[N/x]

Tipaggio

MNMx:AFx: A

rN-m:A—B Fr=N:A Mx:A-FM:B
- MN:B NMN=-xAxxM:A— B

Cut-elimination = Esecuzione programma
Se 7w dimostra T M : A e/ dimostra ' = M’ : A, allora:

7r~=>7r'<:>/\/l—>5M'.
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Ragionamento per assurdo = Backtracking Griffin, anni '90

Computazione piu realistica: interazione con I'ambiente

Processo := (programma, pila)

(Esempio di) Esecuzione nella Krivine-Abstract-Machine: backtracking

((A=B)—=A)— A

Esempio in logica classica: la "drunk man formula"

In ogni bar non vuoto, dxp t.c. se xp € ubriaco allora sono tutti ubriachi.

Dimostrazione.

Sia x nel bar. Wlog x & ubriaco e 3x’ s.t. x’ non & ubriaco (altrimenti prendi xo := x).
Prendi xo := x'. O
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Il linguaggio di programmazione Krivine, anni '00

"Corrispondenza" dimostrazioni classiche e programmi

Ac-calcolo
(Programmi) A¢ ::i= x| callcc | ki | AXM | MN (Pile) Mg ::= M.m
(Processi) A := A. x MM

Tipaggio
L'usuale (+ quantificatori) + la regola:

[ callcc: ((A— B) = A) — A(anﬁn)

KAM per il Ac-calcolo

(push) MN x 7 = M x N.m (save) callcc x M. = M % k.
(pop) AxM x N7t = M[N/x] x (restore) kn x M.p = M % 7.
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Interazione "Sostenitori vs Oppositori" di una formula Krivine, anni '00

Interpretazioni di realizzabilita

"Realizzare" una formula A = trovare un programma M che giustifica A

Semantica di realizzabilita

Formule a parametri:
- l'interpretazione standard a € N per ogni espressione al | ordine
-unH € @(ﬂc)Nk per ogni variabile X al Il ordine

Si fissi un segmento iniziale 1L di (Ao x Mg, >).
Si definiscono ||.|| : Fpar = P(Mc) € |.| : Fpar = Z(\c) come segue:
[#H[all| := #(a) VXAl := Usen lAla/X]|
A — Bl == [ALIB]| VXAl = Uz m(nye AR/ X
Al :=={M e Ac t.c. VT € ||A|, Mxm e 1}

Si pone M I A come abbreviazione di M € |A|.
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(e D
Fatti importanti

Teorema (Lemma di adequazione)

FM:A = MIFA

Programmi che "barano"
Per ogni Mx7m € 1L, si ha: kM I+ L. (con L :=VXX)

La realizzabilita induce modelli a la Tarski

La teoria {A formula t.c. 3M € QP C A t.c. M |- A} & coerente.
| suoi modelli sono chiamati modelli di realizzabilita.

Il modello standard come modello di realizzabilita degenere

Se 1l = @ allora 3! modello di realizzabilita, ed & N.
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Nuove questioni emergono naturalmente Krivine, anni '00

Questioni generali

Realizzare assiomi
Data una formula A, esiste un programma M € QP t.c. MIFA?
Esempio se - M : A; allora M € QP e M IF A.

Esempio se A = l'assioma di scelta; allora...?7?!

Problema della specificazione
Dato M IF A, in che modo M giustifica A ?
Esempio (specificazione per I'identita polimorfa)
se - M :VX(X — X) allora M ~ Axx
(nel senso che M x N.m = N % 1 < Axx * N.m)

Esempio (Axiom of Countable Choice)
Esiste M € QP t.c. MIF ACC
"the main function of M is to update files".
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Krivine, anni ‘00
Generalizzare!

Algebre di realizzabilita
- tre insiemi A (programmi), I (pile), A x I (processi)
- tre applicazioni cons : A x 1 — I, cont : [T — A, proc : A x [T — A% Tl
- "un modo per vedere le quasi-prove come programmi: QP C A, — A"
- un polo 1L C A %1 saturo rispetto ad una KAM

Stesse identiche costruzioni, risultati, osservazioni,... J

Estrazione di contenuto computazionale dalla matematica

- Realizzare assiomi di ZF

Costruzione di nuovi modelli non ottenibili per forcing

Forcing = trasformazione programmi + esecuzione "protected mode"

- Ecc...
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